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Уравнения, для которых не выполнено предположение о регулярности вхождения параметра, называются сингулярно возмущенными. Внешним признаком сингулярно возмущенной задачи для дифференциальных уравнений является наличие малого параметра при старшей производной. По сравнению с регулярно возмущенными задачами исследование сингулярно возмущенных задач представляет большую трудность. В таких задачах невозмущенная (вырожденная) задача относится другому типу, чем исходная сингулярно возмущенная задача, например, понижение порядка, потеря начальных и граничных условий и другие. И, таким образом, разложение типа Пуанкаре не является пригодным во всей области изменения независимого переменного. Сингулярно возмущенные уравнения играют весьма существенную роль в многочисленных приложениях, поскольку оказалось, что они являются адекватными математическими моделями конкретных прикладных задач физики, техники, механики, химической кинетики, теории управления и автоматического регулирования, теории гироскопов и других.

Книга посвящена качественному исследованию влияния интегральных членов на асимптотическое поведение решений и построению асимптотического разложения решений сингулярно возмущенных линейных интегро-дифференциальных уравнений произвольного порядка с начальными условиями в левой, правой и во внутренней точках рассматриваемого отрезка и состоит из четырех разделов и списка рекомендуемых литератур. 
В разделе 1 рассмотрены интегро-дифференциальные уравнения, асимптотические свойства решений которых аналогичны свойствам решений чисто дифференциальных уравнений. Отличие состояло лишь в том, что уравнения  для коэффициентов асимптотического разложения в случае интегро-дифференциальных уравнений являются несколько более сложными, чем в случае дифференциальных уравнений. Таким образом, можно сказать, что добавление в уравнение интегральных членов приводит к некоторому усложнению алгоритма построения асимптотического разложения решения, а качественное поведение решения не изменится. Поэтому возникает проблема в выявлении таких асимптотических свойств решений интегро-дифференциальных уравнений, которые не характерны дифференциальным уравнениям, изучении задач такого типа, когда наличие интегральных членов приведет к качественному изменению асимптотического поведения решений дифференциальных уравнений. Этим вопросам посвящены второй и третий разделы. 
Во 2 разделе рассматриваются  сингулярно возмущенные линейные интегро-дифференциальные уравнения 
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го порядка с явлением начального скачка 
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В 3 разделе рассматривается более общее интегро-дифференциальное уравнение – случай, когда в интегральные члены уравнения входят производные неизвестной функции до порядка 
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 включительно. Показано, что в такой ситуации возможен начальный скачок 
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го порядка. 
4 раздел посвящен исследованию асимптотического поведения решений интегро-дифференциальных уравнений во внутренней точке данного отрезка.
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1. ЗАДАЧА КОШИ БЕЗ НАЧАЛЬНОГО СКАЧКА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ
ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Постановка задачи
Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение вида:
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с начальными условиями:
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где 
[image: image10.wmf]-

>

0

e

 малый параметр, 
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     Пусть выполнены следующие условия:

     I. Функции 
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II. Функция 
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     III. Число 
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IV. Число 
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1.2  Фундаментальная система решений
Рассмотрим сингулярно возмущенное однородное дифференциальное уравнение, соответствующее уравнению (1.1):
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Фундаментальную систему решений сингулярно возмущенного однородного дифференциального уравнения (1.3) ищем в виде [12]:
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где 
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 неизвестные коэффициенты.


Теперь, подставив (1.4) в (1.3) и сопоставляя коэффициенты при одинаковых степенях 
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, получаем последовательность задач для определения коэффициентов 
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 получаем следующую задачу:
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Так как коэффициенты (1.6) непрерывны на [0,1], то задача (1.6) на [0,1] имеет единственное решение. 

Аналогично, подставляя (1.5) в (1.3) получаем следующее асимптотическое при 
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где 
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(1.8)

и имеет вид:
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Тем самым, справедлива следующая 

Лемма 1.1 Пусть выполнены условия I-II. Тогда для фундаментальной системы  решений сингулярно возмущенного однородного уравнения (1.3) справедливы следующие асимптотические при 
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Разложим определитель (1.12) по элементам последнего столбца: 
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причем 
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1.3. Построение начальных функций
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Доказательство. Докажем (1.19) для 
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Рассмотрим матрицу:
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Если учесть лемму 1.1 для 
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Тогда из (1.19) с учетом (1.10), (1.17), (1.21), (1.22), (1.24), (1.25)  получаем следующие асимптотические при 
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Для начальной функций 
[image: image126.wmf])

,

,

(

)

(

e

s

t

K

j

n

 из (1.19) имеем:


[image: image127.wmf][

´

-

+

+

-

=

=

=

=

-

+

-

+

-

-

)

,

(

)

1

(

...

)

,

,

(

)

,

(

)

1

(

)

,

(

1

)

,

(

........

..........

    

)

,

(

)

,

(

........

..........

)

,

(

..

..........

..........

..........

..........

..........

          

)

(s,

 

......

..........

       

)

,

(

)

,

(

1

)

,

(

)

,

,

(

)

,

,

(

)

2

(

1

)

(

1

,

1

)

(

)

(

1

)

2

(

)

2

(

1

1

)

(

)

(

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

s

y

s

t

W

s

y

s

W

t

y

t

y

s

y

s

y

y

s

y

s

W

s

W

s

t

W

s

t

K

n

n

n

n

j

n

n

n

j

n

j

n

n

n

n

j

n

j

n



[image: image128.wmf]]

 

)

,

(

)

,

(

)

1

(

)

,

,

(

)

(

)

(

1

 

,

e

e

e

s

W

t

y

s

t

W

nn

j

n

n

n

j

n

n

+

-

-

+

´

,




(1.26)

где 
[image: image129.wmf]1

,

1

),

,

,

(

)

(

,

-

=

n

k

s

t

W

j

k

n

e

 и 
[image: image130.wmf]-

)

,

(

e

s

W

nn

миноры 
[image: image131.wmf]-

-

)

1

(

n

го порядка, получаемые из 
[image: image132.wmf])

,

,

(

)

(

e

s

t

W

j

n

 вычеркиванием 
[image: image133.wmf]-

n

го столбца и 
[image: image134.wmf]-

k

ой и 
[image: image135.wmf]-

n

ой строки соответственно, для которых с учетом леммы 1.1 справедливы представления: 


[image: image136.wmf]),

(

)

(

)

,

(

,

1

,

1

    

),

(

)

,

(

)

,

,

(

)

(

,

)

(

,

e

e

e

e

O

s

W

s

W

n

k

O

s

t

W

s

t

W

nn

j

k

n

j

k

n

+

=

-

=

+

=



(1.27)

где 
[image: image137.wmf]-

)

,

(

)

(

,

s

t

W

j

k

n

определитель квадратной матрицы, получаемый вычеркиванием 
[image: image138.wmf]-

k

ой строки матрицы  


[image: image139.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

)

(

........

..........

    

)

(

)

(

........

..........

)

(

.....

..........

..........

..........

..........

   

(s)

 

......

..........

       

)

(

)

(

1

)

(

1

)

2

(

1

)

2

(

1

1

1

t

y

t

y

s

y

s

y

y

s

y

j

n

j

n

n

n

n

,

а 
[image: image140.wmf]-

)

(

s

W

вронскиан вида (1.16), причем 
[image: image141.wmf])

,

(

)

(

1

 

,

s

t

W

j

n

n

-

 получается из вронскиана 
[image: image142.wmf])

(

s

W

 заменой 
[image: image143.wmf]-

-

)

1

(

n

ой строки фундаментальной системой решений 
[image: image144.wmf])

(

),...,

(

)

(

1

)

(

1

t

y

t

y

j

n

j

-

 однородного вырожденного уравнения (1.11). Обозначим


[image: image145.wmf].

1

,

0

     

),

,

(

)

,

(

)

(

1

)

(

1

 

,

-

=

º

-

-

n

j

s

t

W

s

t

W

j

n

j

n

n




(1.28)
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 соответствующему уравнению (1.1) и начальным условиям:
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Доказательство. Решение однородного интегро-дифференциального уравнения (1.31) ищем в виде: 
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Подставив в (1.34) представления (1.29), имеем:
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Из (1.38), интегрируя интегралы, содержащие погранслойную функцию, по частям, получаем следующие асимптотические при 
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Аналогично, из (1.34) с учетом (1.29), для 
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Подставляя (1.40) в (1.35), имеем:
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Из (1.41), (1.42) следует, что ядро 
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В силу условия III интегральное уравнение (1.37)  имеет единственное решение, представимое в виде:
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Аналогично, из (1.33) для 
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Проведя в интеграле, содержащем погранслойную функцию, интегрирование по частям,  имеем:
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        Отметим, что 1) функции 
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Теорема 1.1 Пусть выполнены условия I-III. Тогда решение задачи (1.1), (1.2) на отрезке 
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 существует, единственно и выражается формулой:
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где функции 
[image: image238.wmf])

,

(

e

t

Q

i

 являются решениями задачи (1.31), (1.32) и имеют вид (1.33), а функция 
[image: image239.wmf])

,

(

e

t

P

 имеет вид 

[image: image240.wmf]ò

ò

+

=

t

n

ds

dp

p

F

p

s

R

s

F

s

t

K

t

P

0

1

0

.

]

)

(

)

,

,

(

)

(

)[

,

,

(

1

)

,

(

e

e

e

e

  
    (1.54)
Доказательство. С помощью функции 
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        В силу условия III интегральное уравнение (1.56) имеет единственное решение, представимое в виде:


[image: image248.wmf],

)

(

)

,

,

(

)

(

)

,

(

1

0

ds

s

F

s

t

R

t

F

t

z

ò

+

=

e

e

    

  (1.57)

где 
[image: image249.wmf]-

)

,

,

(

e

s

t

R

резольвента ядра 
[image: image250.wmf]).

,

,

(

e

s

t

H

 Подставляя (1.57) в правую часть (1.55), получим решение задачи (1.1), (1.2) в виде: 

         
[image: image251.wmf]å

=

+

=

n

i

i

i

t

P

t

Q

C

t

y

1

),

,

(

)

,

(

)

,

(

e

e

e

        
           (1.58)

где 
[image: image252.wmf])

,

(

e

t

P
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Подставляя (1.59) в (1.58), окончательно получаем решение задачи (1.1), (1.2) в виде (1.53). Теорема 1.1 доказана.
Из (1.54) с учетом (1.29) для 
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Теорема 1.2 Пусть выполнены условия I-III. Тогда для решения задачи (1.1), (1.2) справедливы асимптотические оценки:
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Оценивая (1.63) с учетом условия II получаем оценки (1.62). Теорема 1.2 доказана.     
       Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение, получаемое из (1.1) при 
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   (1.64) 
с начальными условиями
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Задача (1.64), (1.65) называется вырожденной задачей. Построим теперь решение вырожденной задачи (1.64), (1.65). Для этого образуем функцию:
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 однородного вырожденного уравнения (1.11).

        Можно убедиться, что функции 
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символ Кронекера), т.е. являются начальными функциями.

         С помощью начальных функций решение вырожденной задачи (1.64), (1.65) можно представить в виде:
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 удовлетворяет интегральному уравнению Фредгольма:
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а ядро 
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         В силу условия IV интегральное уравнение (1.68) имеет единственное решение:
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         Теорема 1.3 Пусть выполнены условия I-IV. Тогда для разности между решением 
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с начальными условиями:
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Применяя теорему 1.2 к сингулярно возмущенной задаче (1.73), (1.74) и учитывая оценку (1.75), получим оценки (1.72). Теорема 1.3 доказана.
         Из теоремы 1.3 получаем, что решение сингулярно возмущенной задачи (1.1), (1.2) при 
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Следует отметить, что предельные переходы (1.76) не являются равномерными относительно 
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1.5 Асимптотическое разложение решений
В этом подразделе дается алгоритм построения равномерного относительно 
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Требования II-IV остаются без изменений. Обозначим их снова II-IV.  Формальное асимптотическое решение задачи (1.1), (1.2) будем искать в виде:

[image: image324.wmf],

/

     

),

(

)

(

)

,

(

1

e

t

t

e

e

e

e

t

w

t

y

t

y

n

=

+

=

-


(1.77)

где 
[image: image325.wmf]-

)

(

t

y

e

регулярная и 
[image: image326.wmf]-

)

(

t

e

w

погранслойная части (1.77), которые представляются в виде:


[image: image327.wmf]...,

)

(

)

(

)

(

     

...,

)

(

)

(

)

(

1

0

1

0

+

+

=

+

+

=

t

e

t

t

e

e

e

w

w

w

t

y

t

y

t

y




(1.78)

а 
[image: image328.wmf])

(

t

k

w

 - отличные от нуля при 
[image: image329.wmf]0

=

t

 и экспоненциально убывающие при 
[image: image330.wmf]0

>

t

 пограничные функции. Подставляя (1.77) в (1.1), имеем:


[image: image331.wmf]×

-

·

-

-

-

-

-

-

-

=

+

+

+

+

¢

+

+

+

+

+

+

+

+

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

...

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

2

1

)

2

(

2

)

2

(

2

)

1

(

1

)

1

(

1

)

(

)

(

t

et

e

t

et

e

t

et

e

t

et

t

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

w

A

t

y

t

A

w

A

t

y

t

A

w

A

t

y

t

A

w

A

t

y

t

A

w

t

y

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n


(1.79)

[image: image332.wmf],

)

,

(

...

)

,

(

)]

(

)

,

(

...

)

(

)

,

(

[

)

(

1

0

)

1

(

1

0

1

)

1

(

1

1

0

0

dx

x

w

x

t

H

x

w

x

t

H

dx

x

y

x

t

H

x

y

x

t

H

t

F

n

n

n

n

n

ò

ò

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

+

+

=

-

-

-

-

-

e

e

e

e

e

e

e

          

где 
[image: image333.wmf])

(

i

 сбоку и сверху означают производные 
[image: image334.wmf]-

i

го порядка  по 
[image: image335.wmf]t

 и 
[image: image336.wmf]t

 соответственно. В последнем интеграле правой части (1.79) сделаем замену 
[image: image337.wmf]e

x

s

=

 и верхний предел 
[image: image338.wmf]e

1

 заменим на 
[image: image339.wmf]¥

.Тогда, выписывая члены, зависящие от 
[image: image340.wmf]t

  и 
[image: image341.wmf]t

 отдельно, из (1.79) имеем следующие два уравнения для определения 
[image: image342.wmf])

(

t

y

e

 и 
[image: image343.wmf])

(

t

e

w

:


[image: image344.wmf]ò

ò

¥

-

-

-

-

-

×

+

+

+

+

+

+

+

+

=

+

+

+

0

)

1

(

1

0

)

1

(

1

1

0

0

)

1

(

1

)

(

,

)]

(

)

,

(

...

)

(

)

,

(

[

)]

(

)

,

(

...

)

(

)

,

(

[

)

(

)

(

)

(

...

)

(

)

(

)

(

ds

s

w

s

t

H

s

w

s

t

H

dx

x

y

x

t

H

x

y

x

t

H

t

F

t

y

t

A

t

y

t

A

t

y

n

n

n

n

n

n

n

n

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

      
(1.80)


[image: image345.wmf]0

)

(

)

(

)

(

)

(

...

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

1

1

2

)

2

(

2

)

1

(

1

)

(

=

+

+

+

+

+

+

-

·

-

-

-

-

t

et

e

t

et

e

t

et

e

t

et

t

e

e

e

e

e

w

A

w

A

w

A

w

A

w

n

n

n

n

n

n

n

    
 (1.81)
Подставляя разложение (1.78) в (1.80),  (1.81) и разлагая функции   
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Для определения 
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Определим теперь начальные условия для коэффициентов 
[image: image362.wmf])
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 разложений (1.78). Для этого подставим (1.77) с учетом (1.78) в начальные условия (1.2):
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Отсюда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях 
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Из (1.860) получаем начальные условия для коэффициента 
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(1.870)

и условие:
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Чтобы найти недостающие начальные условия для 
[image: image372.wmf])
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 обратимся к уравнению (1.840). Предположим, что решение 
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 уравнения (1.840) удовлетворяет условиям пограничного слоя на бесконечности:
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Интегрируя уравнение (1.840) от 0 до 
[image: image375.wmf]¥

 и учитывая условия (1.89), получим:
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Подставляя в (1.90) значение (1.88), имеем:
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(1.91)

Теперь, интегрируем уравнение (1.840) в пределах от 0 до 
[image: image378.wmf]t

 и воспользуемся равенством (1.90). Тогда получаем уравнение:
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Интегрируем уравнение (1.92) от 0 до 
[image: image380.wmf]¥

 и учитывая (1.89), получаем:
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Из (1.93) с учетом (1.91), находим:  
[image: image382.wmf])
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Итак, уравнение (1.820) решается при начальных условиях (1.870), а уравнение (1.840) решается при условиях (1.940) и тем самым, нулевые приближения 
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Из (1.86k) получаем начальные условия для коэффициента 
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и условие:


[image: image390.wmf]1

   

),

0

(

)

0

(

)

1

(

)

1

(

³

-

=

-

-

k

y

w

n

k

n

k



(1.95)

Чтобы найти недостающие начальные условия для 
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 обратимся к уравнению (1.84k). Предположим, что решение 
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(

t

k

w

 уравнения (1.84k) удовлетворяет условиям пограничного слоя на бесконечности:
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Интегрируя уравнение (1.84k) от 0 до 
[image: image394.wmf]¥

 и учитывая условия (1.95), (1.96), получим:
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(1.97)

Теперь, интегрируем уравнение (1.84k) в пределах от 0 до 
[image: image396.wmf]t

 и воспользуемся условием (1.95) и равенством (1.97). Тогда получаем уравнение:
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Интегрируем затем уравнение (1.98) от 0 до 
[image: image398.wmf]¥

 и учитывая (1.96) и условие (1.97), получаем: 
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И т.д. последовательно понижая порядок уравнения (1.84k) и учитывая условия (1.96), в итоге получаем начальные условия для 
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(1.94k)
Таким образом, уравнение (1.82k) решается при начальных условиях (1.87k), а уравнение (1.84k) решается при условиях (1.94k) и тем самым, 
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1.6 Оценка коэффициентов разложений

Для регулярных и погранслойных коэффициентов разложений (1.77), (1.78) справедлива следующая 

Лемма 1.5 Пусть выполнены условия I-IV. Тогда решение 
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где 
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Доказательство. Рассмотрим задачу (1.82k), (1.87k), 
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 удовлетворяют условиям I-IV, то, как следует из подраздела 1.4, решение 
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Докажем теперь оценки (1.100k) методом математической индукции. Пусть 
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 и оценивая с учетом  условия II, получим оценку  (1.1000) для 
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Предположим, что оценки (1.100k) справедливы до номера 
[image: image428.wmf].

1

-

k

 Докажем для номера 
[image: image429.wmf]k

. С учетом индуктивного предположения из (1.85) получим оценку:


[image: image430.wmf]0

     

),

exp(

)

(

³

-

£

F

t

gt

t

K

k

.

(1.101)

Из (1.84k) следует, что 
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Оценивая (1.102) с учетом II и оценки (1.101), имеем оценку (1.100k) для 
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1.7 Теорема существования и единственности и об оценке остаточного члена асимптотического разложения

Рассмотрим 
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где 
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(1.104к)

и функции 
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Можно убедиться, что функция 
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Теорема 1.4   Пусть функции 
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где 
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Доказательство. Существование и единственность решения задачи (1.1), (1.2) доказаны в теореме 1.1. Докажем оценки (1.107). Подставляя 
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где 
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Задача (1.108) имеет такой же вид, что и задача (1.1), (1.2). Поэтому, применяя оценки (1.62) из теоремы (1.2), получаем:
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Если учесть оценку (1.109), то отсюда непосредственно получаем оценки (1.107). Теорема 1.4 доказана.
2 ЗАДАЧА КОШИ С НАЧАЛЬНЫМ СКАЧКОМ ДЛЯ

   СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
    ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

2.1  Постановка задачи
В настоящем разделе исследуются линейные интегро-дифференциальные уравнения 
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Рассмотрим на отрезке [0,1] линейное дифференциальное уравнение:
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с начальными условиями в правой точке 
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где 
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Пусть выполнены следующие условия:

I. Функции 
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Решение дифференциальной задачи (2.1), (2.2) при условии II, как известно из [5,9], уходит на бесконечность при 
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c начальными условиями:
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Решение этой задачи при произвольных 
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 экспоненциально быстро стремится к бесконечности при 
[image: image498.wmf]0

®

e

 в полуинтервале 
[image: image499.wmf]1

0

<

£

t

. На самом деле, находим точное решение этой  задачи, которое имеет вид: 
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Отсюда, в силу того, что решение содержит растущую при малых 
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 экспоненту,  получаем: 
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Добавим, теперь, в уравнение (2.1) интегральные члены 
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и  тем самым, вместо (2.1) получаем интегро-дифференциальное уравнение:
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В настоящем разделе исследуется вопрос: асимптотическое поведение решения интегро-дифференциальной задачи (2.3), (2.2) аналогично ли вышеуказанному асимптотическому поведению решения дифференциальной задачи (2.1), (2.2)( 

Для дальнейших исследований предположим выполнение следующих условий:

III. Функции 
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IV. Число 
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Здесь 
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(2.4)
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[image: image523.wmf]),

(

~

)

(

)

(

  

,

1

,

1

  

),

(

)

(

)

(

1

)

1

(

1

)

1

(

1

)

1

(

)

1

(

t

H

t

H

t

H

n

i

t

S

t

T

t

T

n

n

n

n

n

i

n

i

n

i

-

-

-

-

-

-

-

+

º

-

=

+

º

 а функций 
[image: image524.wmf]1

,

0

,

1

,

1

),

(

~

),

(

),

(

),

(

1

)

(

1

)

(

-

=

-

=

-

-

n

j

n

i

t

H

t

S

t

H

t

T

n

i

j

n

j

i

 определенным образом выражаются через коэффициенты уравнения (2.3).

VI. Число 
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2.2  Интегральное представление решений
Рассмотрим сингулярно возмущенное однородное интегро-дифференциальное уравнение:
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В разделе 1 построены функции 
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. В этом разделе для дальнейших исследований рассмотрим однородное интегро-дифференциальное уравнение (2.5) при начальных условиях в правой точке 
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Решения задачи (2.5), (2.6) обозначим через 
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Лемма 2.1 Если выполнены условия I-V, то решения 
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а 
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Доказательство. Докажем (2.7) для 
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Аналогичным образом, доказываются  формула (2.7) для 
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Тогда из (2.11) для определителя 
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Отметим, что в силу условия V определитель (2.13) отличен от нуля.
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Доказательство. Обратимся к формуле (2.7) и, пользуясь представлениями (1.47), (1.49), (1.51) для  функции 
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Теперь из (2.7), с учетом представлений (2.12), (2.15), получаем представление (2.14) для функции 
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Теорема 2.1 Пусть выполнены условия I-V. Тогда решение задачи (2.3), (2.2) на отрезке 
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 где функции 
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Доказательство. Решение задачи (2.3), (2.2) ищем в виде:
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где ядро 
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Тогда из (2.19) с учетом (2.21) имеем решение задачи (2.3), (2.2) в виде (2.17). Теорема 2.1 доказана.
Отметим, что для 
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2.3  Асимптотические оценки решений 

Теорема 2.2 Пусть выполнены условия I-V. Тогда на отрезке [0,1] для решения 
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Теперь оценивая представления (2.23), (2.24), учитывая условие II и оценки: 
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получаем оценки (2.22). Теорема 2.2 доказана.


Введем понятие порядка начального скачка.

Определение. Будем говорить, что решение интегро-дифференциальной задачи (2.3), (2.2) обладает явлением начального скачка 
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Из теоремы 2.2 следует, что значения 
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2.4 Оценка разности

Рассмотрим видоизмененное вырожденное уравнение:
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с начальными условиями:
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Построим решение вырожденной задачи (2.26), (2.27). Сначала решаем уравнение (2.26) с начальными условиями:
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Для этого образуем функции:
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 и начальным условиям 
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С помощью начальных функций 
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(2.34)
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с ядром
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В силу условия IV интегральное уравнение (2.35) имеет единственное решение, представимое с помощью резольвенты 
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Подставляя (2.36) в (2.34) и учитывая (2.32), (1.61), получаем
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где 
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(2.38)

Подставляя (2.37)  в начальные условия (2.28) и учитывая (2.33), определим неизвестные постоянные 
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(2.39)

Подставляя (2.39) в (2.37), получаем
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или, с учетом (2.38) и 
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Теперь неизвестный параметр 
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 определим так, чтобы решение задачи (2.26), (2.28), выражаемое формулой (2.40), удовлетворяло условию 
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Из (2.42) с учетом (2.30), получаем


[image: image707.wmf]=

ú

ú

û

ù

-

-

-

-

-

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

-

-

-

)

1

(

))

1

(

(

...

)

1

,

1

(

))

1

(

(

)

1

(

))

1

(

(

)

1

(

1

)

2

(

1

)

1

(

1

1

)

1

(

n

n

n

n

n

n

n

P

P

P

w

a

w

a

w

a



(2.45)

[image: image708.wmf]ú

ú

û

ù

×

ê

ê

ë

é

-

-

×

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

)

1

(

)

1

,

1

(

...

)

1

(

)

1

,

1

(

)

1

(

)

1

(

)

2

(

1

)

1

(

1

1

)

1

(

1

)

1

(

1

n

n

n

n

n

n

n

n

H

H

H

w

w

w

l

   



Выражение, стоящее в левой части (2.45), является разложением  определителя 
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(2.47)

Таким образом, решение задачи (2.26), (2.27) выражается формулой (2.40), где 
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 имеет вид (2.46).
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с начальными условиями:
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Задача (2.49), (2.50) имеет такой же вид, что и задача (2.3), (2.2). Поэтому ее решение так же, как и решение задачи (2.3), (2.2), представимого в виде (2.23), (2.24), имеет с учетом (2.40), (2.46), (2.47), (2.51) следующее асимптотическое при 
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Выражение в квадратной скобке в (2.52) равно нулю, в чем можно убедиться разложением определителей 
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Оценивая (2.53), получаем оценки (2.48). Теорема 2.3 доказана.

Из теоремы 2.3 получаем, что решение сингулярно возмущенной задачи  (2.3), (2.2) при 
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Однако, 
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c начальными условиями:
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Как показано в начале раздела, решение задачи (2.55), (2.56) при произвольных значениях 
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являющимся частным случаем уравнения (2.3): 
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 Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение (2.57) с начальными условиями (2.56) и покажем, что в данном случае имеет место явление начального скачка первого порядка.

Фундаментальная система решений однородного уравнения (2.55) имеет вид:
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Для вронскиана 
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Теперь построим начальные функции 
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Строим функции 
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, являющиеся решениями однородного интегро-дифференциального уравнения
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(259)

с начальными условиями в левой точке данного отрезка:


[image: image778.wmf]2

,

0

       

,

     

,

0

,

      

,

1

)

,

0

(

)

(

=

î

í

ì

¹

=

=

j

j

i

j

i

Q

j

i

e

.

(2.60)

С этой целью сначала найдем 
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Из (2.61) видно справедливость для 
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Определяя итерированные ядра 
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и подставив их в (2.62), находим резольвенту 
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(2.63)

Подставляя (2.58), (2.61), (2.63) в (1.33),  получаем решение задачи (2.59), (2.60):
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С помощью 
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Пусть функции 
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 удовлетворяют интегро-дифференциальному уравнению:
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(2.66)

с начальными условиями в правой точке:
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Решение задачи (2.66), (2.67) найдем с учетом (2.64), (2.65) из формулы (2.7):  
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Если учесть 
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где 
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Из (2.69) видно, что 
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т.е. решение интегро-дифференциальной задачи (2.56),  (2.57) обладает в левой точке 
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Из (2.69) для решения интегро-дифференциальной задачи (2.56), (2.57) следует справедливость предельных равенств:
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где 
[image: image818.wmf]d

l

×

=

D

)

(

t

 - так называемый начальный скачок интегрального члена. Согласно (2.47) начальный скачок интеграла 
[image: image819.wmf])

(

t

D

 вычисляется формулой: 


[image: image820.wmf])

0

,

(

)

1

(

)

1

(

)

(

2

3

t

H

t

w

w

=

D

, 


(2.71)

где 
[image: image821.wmf]d

=

)

0

,

(

2

t

H

, и 
[image: image822.wmf])

1

(

w

 определяется из формулы (см. (2.13)):


[image: image823.wmf])

1

(

       

)

1

(

      

)

1

(

)

1

(

       

)

1

(

      

)

1

(

 

)

1

(

       

)

1

(

     

)

1

(

)

1

(

2

2

1

2

2

1

2

2

1

H

T

T

H

T

T

H

T

T

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

¢

=

w

,


(2.72)

а 
[image: image824.wmf])

1

(

3

w

 - определитель, получаемый из 
[image: image825.wmf])

1

(

w

 заменой его третьего столбца столбцом с элементами 
[image: image826.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

. Элементы определителя 
[image: image827.wmf])

1

(

w

, согласно (1.48), (1.50), (1.52), вычисляются формулами:


[image: image828.wmf]2

,

0

;

2

,

1

     

,

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

0

,

(

)

(

0

1

)

(

2

)

(

)

(

=

=

+

=

ò

j

i

ds

s

D

s

W

s

A

s

t

W

t

W

t

T

t

i

j

j

i

j

i


(2.73)


[image: image829.wmf]ò

ò

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

t

j

j

j

ds

dp

p

H

p

s

R

s

H

s

W

s

A

s

t

W

t

H

0

1

0

2

2

1

)

(

2

)

(

2

2

,

0

   

,

)

0

,

(

)

,

(

)

0

,

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

,

     


[image: image830.wmf]2

,

1

  

),

(

~

)

(

)

(

   

),

(

)

(

)

(

2

2

2

=

+

¢

¢

º

¢

¢

+

¢

¢

º

¢

¢

i

t

H

t

H

t

H

t

S

t

T

t

T

i

i

i

,

[image: image831.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

=

=

ò

1

0

2

2

1

2

1

)

0

,

(

)

,

(

)

0

,

(

)

(

1

)

(

~

  

,

)

(

)

(

)

(

 

dp

p

H

p

t

R

t

H

t

А

t

H

t

A

t

D

t

S

i

i

,

где 
[image: image832.wmf])

(

s

W

- вронскиан ф.с.р. однородного вырожденного уравнения 
[image: image833.wmf]0

)

(

=

¢

¢

t

y

, а 
[image: image834.wmf])

,

(

)

(

s

t

W

j

i

 - определитель, получаемый из 
[image: image835.wmf])

(

s

W

 заменой его 
[image: image836.wmf]-

i

ой строки строкой 
[image: image837.wmf])

(

),

(

)

(

2

)

(

1

t

y

t

y

j

j

. С учетом 
[image: image838.wmf]t

t

y

t

y

=

=

)

(

,

1

)

(

2

1

, имеем:


[image: image839.wmf]0

)

,

(

     

,

1

)

,

(

    

,

)

,

(

,

2

,

1

    

,

0

)

,

(

    

,

1

)

,

(

      

,

1

)

(

2

2

2

)

(

1

1

=

¢

¢

=

¢

-

=

=

=

=

=

s

t

W

s

t

W

s

t

s

t

W

j

s

t

W

s

t

W

s

W

j

             (2.74)

Из (1.45), в силу (2.74), имеем: 
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Из (2.73), с учетом (2.74), (2.75) и  
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Теперь, подставляя (2.76) в (2.72), получим:
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Поменяв элементы третьего столбца определителя (2.77) на 
[image: image845.wmf]3

2

1

,

,

a

a

a

, находим значение определителя 
[image: image846.wmf])

1

(

3

w

:


[image: image847.wmf]3

3

2

1

3

      

0

       

0

      

1

       

0

 

       

1

       

1

)

1

(

a

a

a

a

w

=

=

. 

(2.78)

Тогда из (2.71), с учетом (2.77) и (2.78), находим начальный скачок интегрального члена 
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Итак, решение задачи (2.57), (2.56) при 
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2.5 Алгоритм построения асимптотического разложения решений 
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        Подставляя разложение (2.81) в (2.83),  (2.84) и разлагая функции   
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В противном случае 
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Обратимся к уравнению (2.87k), где 
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Подставляя отсюда значение 
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Определим теперь начальные условия для коэффициентов 
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 EMBED Equation.3  [image: image936.wmf]разложения (2.80). Подставляя (2.80) с учетом (2.81) в начальные условия (2.2), получим:
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Так как функции 
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Итак, коэффициенты 
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 погранслойной части (2.80) определяется из уравнения (2.870) с начальными условиями
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где значение 
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где 
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Доказательство. Рассмотрим задачу (2.91k), (2.95k), 
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Докажем теперь оценки (2.98k) методом математической индукции. Пусть 
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Предположим, что оценки (2.98k) справедливы до номера 
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Из (2.87k) следует, что 
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Оценивая (2.100) с учетом II и оценки (2.99), имеем оценку (2.98k) для 
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2.7 
Оценка остаточного члена асимптотического

разложения

Образуем 
[image: image983.wmf]N

- ую частичную сумму разложений (2.80), (2.81):


[image: image984.wmf]å

å

=

+

=

-

=

+

=

N

k

N

k

k

k

n

k

k

N

t

w

t

y

t

y

0

1

0

2

,

     

),

(

)

(

)

,

(

e

t

t

e

e

e

e


(2.101)

где 
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Теорема 2.4  Пусть функции 
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где 
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Доказательство. Существование и единственность решения задачи (2.3), (2.2) доказаны в теореме 2.1. Докажем оценки (2.103). Подставляя 
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где функция 
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Докажем, что при достаточно малых значениях 
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 имеет место оценка
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где 
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Разлагаем функции 
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где 
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. Подставим (2.108), (2.109) в (2.107), перемножим скобки и соберем коэффициенты при одинаковых степенях 
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, т.е. имеет место оценка (2.106).

Задача (2.104) имеет такой же вид, что и задача (2.3), (2.2). Отличие составляет только свободный член 
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Тогда из (2.111) с учетом (2.106), (2.112), имеем оценки
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Теперь, оценивая (2.110) с учетом (2.113) и оценок (2.14) для правых граничных функций  
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Совершенно аналогичным образом можно доказать, что на отрезке 
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Так как
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то отсюда с учетом оценок (2.115) получаем искомые оценки (2.103). Теорема 2.4 доказана. Таким образом, из теоремы 2.4 получаем, что ряд (2.80), (2.81) является асимптотическим рядом, а частичная сумма 
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3 ЗАДАЧА КОШИ С НАЧАЛЬНЫМИ СКАЧКАМИ ЛЮБОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

3.1  Постановка задачи

В разделе 2 изучена интегро-дифференциальная задача, обладающая явлением начального скачка 
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Рассмотрим на отрезке 
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(3.1)

с начальными условиями в правой точке данного отрезка:
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где  
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Пусть выполнены следующие условия:
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II. Функция 
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 определенным образом выражаются через коэффициенты уравнения (3.1).


Отбрасывая интегральные члены в (3.1) получаем обыкновенное дифференциальное уравнение:
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с начальными условиями (3.2).


В силу условия II задача (3.2), (3.3) при 
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Обратимся теперь к исходной задаче (3.1), (3.2). Оказывается, решение  этой интегро-дифференциальной задачи имеет другое свойство. Будет показано, что при 
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Однако, 
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 не является решением обычного вырожденного уравнения, получаемого из (3.1) при 
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, а удовлетворяет измененному вырожденному уравнению, содержащему неизвестный параметр 
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с начальными условиями:
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где 
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В данном разделе для интегро-дифференциальной задачи (3.1), (3.2) доказываются теоремы существования и единственности, об интегральном представлении и оценке решений исходной задачи, а так же о разности между решениями исходного сингулярно возмущенного и измененного вырожденного интегро-дифференциального уравнения с начальными условиями в правой точке 
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 решение задачи (3.1), (3.2) обладает явлением начального скачка любого порядка, т.е. в этой  точке некоторые компоненты решения задачи (3.1), (3.2) при 
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 являются бесконечно большими разных порядков. Следует отметить, что это, ранее не замеченное, свойство решения интегро-дифференциальной задачи существенным образом зависит от порядка производных, входящих под знаком интеграла в правой части уравнения (3.1). Поэтому, асимптотическая теория сингулярно возмущенных интегро-дифференциальных уравнений имеет качественное отличие от соответствующей теории сингулярно возмущенных обыкновенных дифференциальных уравнений. Следовательно, построение асимптотической теории решений задачи Коши для интегро-дифференциальных уравнений представляет большой теоретический и практический интерес.


Исследования проводятся по следующей схеме:

1. Построение с помощью теоремы Шлезингера-Биркгофа-Нуайона фундаментальной системы решений (ф.с.р.) однородного дифференциального уравнения 
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2. Построение начальных функции и их асимптотического представления с учетом фундаментальной системы решений.  

3. Построение граничных функций задачи Коши и их асимптотического представления.

4. Получение, с помощью граничных функций, явной интегральной формулы решения интегро-дифференциальной задачи (3.1), (3.2).

При этом следует заметить, что если в разделе 2 в асимптотических представлениях ф.с.р., начальных функций, граничных функций задачи Коши, решения и т.д. можно было ограничиться нулевыми приближениями (главными членами), то в этом разделе, в случае начального скачка  
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3.2 Фундаментальная система решений

Рассмотрим сингулярно возмущенное однородное дифференциальное уравнение:
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По теореме Шлезингера  - Биркгофа - Нуайона (см., например [12]) для однородного дифференциального уравнения (3.7) существует фундаментальная система решений 
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[image: image1110.wmf])

(

)

(

1

t

A

t

-

=

m

, а 
[image: image1111.wmf]-

-

=

1

,

1

),

(

),

(

n

i

t

y

t

y

nj

ij

 неизвестные члены асимптотического представления (3.8).
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Здесь 
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причем
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 получаем следующие линейные задачи:
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Отметим, что система функций
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является ф.с.р. однородного вырожденного дифференциального уравнения 
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На самом деле, система функций 
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отличен от нуля при любых 
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Коэффициенты 
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 определяются из следующих линейных дифференциальных уравнений первого  порядка:
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где 
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 EMBED Equation.3  [image: image1144.wmf])
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Решения задач (3.160) , (3.16к) имеют вид: 
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Тем самым, доказана следующая 

Лемма 3.1 Пусть выполнены условия I-II . Тогда для сингулярно возмущенного однородного дифференциального уравнения (3.7) существует фундаментальная система решений, представимая при 
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 являются решениями задач  (3.12к) , (3.16к) соответственно. Система (3.13) является фундаментальной системой решений вырожденного дифференциального уравнения (3.14).

Рассмотрим вронскиан 
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Разложим вронскиан (3.18) по элементам последнего столбца  (т.к. именно эти элементы, согласно (3.8) , (3.9) имеют сингулярность по 
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, а элементы остальных столбцов – регулярны по малому параметру): 
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где коэффициенты 
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3.3   Начальные функции

  Пусть функции 
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Причем непосредственной проверкой можно установить справедливость следующих равенств:
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Доказательство. Из (3.24) с учетом (3.26) имеем:
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Анализ формулы (3.37) показывает, что построение начальных функции нужно провести отдельно для значений 
[image: image1312.wmf]1

,

1

-

=

n

i

 и 
[image: image1313.wmf]n

i

=

. Поскольку, в случае 
[image: image1314.wmf]n

i

=

 справедливо 
[image: image1315.wmf]0

)

,

,

(

º

e

s

t

W

nj

i

, то формула (3.37) для 
[image: image1316.wmf])

,

,

(

e

s

t

K

n

 примет вид:


[image: image1317.wmf]).

,

(

)

,

(

)

,

(

)

1

(

)

,

,

(

)

,

(

)

,

(

)

1

(

...

)

,

,

(

)

,

(

)

,

(

)

1

(

)

,

,

(

)

(

,

1

)

2

(

1

1

1

)

(

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

s

W

s

W

t

y

s

t

W

s

W

s

y

s

t

W

s

W

s

y

s

t

K

n

j

n

n

n

j

n

n

n

n

n

n

j

n

n

n

j

n

+

-

-

+

-

+

-

+

-

+

+

+

-

=




(3.38)

Сначала построим начальные функции 
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где коэффициенты 
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Отсюда, перемножая скобки и собирая коэффициенты при одинаковых степенях 
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Для функции 
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Отсюда, так же, как и в случае 
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Тогда, с учетом (3.29), (3.40) из формул (3.34), (3.35) для  функции 
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3.4 Интегральное представление решения

 
Пусть функции 
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 удовлетворяют сингулярно возмущенному однородному интегро-дифференциальному уравнению, соответствующему уравнению (3.1) с начальными  условиями  соответственно в левой и правой точке данного отрезка, т.е. являются решениями следующих интегро-дифференциальных задач:
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(3.44)
Решения задач (3.43), (3.44) назовем левыми и правыми граничными функциями задачи Коши (3.1), (3.2) и для них справедливы следующие леммы.

Лемма 3.4  Если выполнены условия I-III, то решения задачи (3.43) на отрезке  
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где 
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Доказательство. Решения задачи (3.43) ищем в виде:
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Аналогично, из (3.46) с учетом (3.33), (3.42) для 
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Подставляя (3.52) в (3.47) получаем для ядра 
[image: image1371.wmf])

,

,

(

e

s

t

H

 следующее асимптотическое при 
[image: image1372.wmf]0

®

e

 представление:


[image: image1373.wmf]),

(

)

,

(

)

,

,

(

e

e

O

s

t

H

s

t

H

+

=



(3.53)
где 
[image: image1374.wmf])

,

(

s

t

H

 с учетом  (3.41) выражается формулой:

[image: image1375.wmf]å

ò

+

=

-

=

1

0

1

1

)

(

1

)

(

)

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

m

j

s

j

n

j

dx

s

W

s

A

s

x

W

x

t

H

s

t

H

.
(3.54)
Из (3.53), (3.54) следует, что ядро 
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и, так как второе слагаемое представляет собой функцию пограничного слоя, которая не является малой в окрестности точки s=1, то возмущение не является равномерно малым. Поэтому в разделе 2, помимо условия на ядро 
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Подставляя (3.55) в правую часть (3.48), получаем формулу (3.45), откуда следует существование и единственность решения задачи (3.43). Лемма 3.4 доказана.

Теперь находим асимптотические представления для левых граничных функций 
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Подставляя формулы (3.34), (3.35) в (3.56), окончательно имеем асимптотическое при 
[image: image1407.wmf]0

®

e

 представление:


[image: image1408.wmf],

1

,

1

 

),

(

)

(

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

1

0

2

0

1

-

=

+

=

+

ò

å

-

-

=

-

-

n

i

O

s

a

dp

p

a

p

s

R

s

a

m

n

k

m

n

ik

k

i

i

e

e

e

e

e


      
[image: image1409.wmf]å

ò

-

-

=

+

-

=

+

m

n

k

k

n

k

n

n

s

a

dp

p

a

p

s

R

s

a

2

0

,

1

1

0

)

(

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

e

e

e

e

 


         (3.59)

    
[image: image1410.wmf]),

(

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

(

0

0

1

1

m

n

m

m

m

n

O

s

H

-

+

-

-

+

D

-

e

e


где


[image: image1411.wmf],

1

,

1

        

),

(

)

0

,

0

(

)

1

(

...

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

2

(

0

2

,

)

1

(

)

2

(

2

0

1

0

1

,

)

2

(

1

,

)

1

(

-

=

D

-

+

+

+

D

-

D

=

å

å

å

-

-

-

=

+

+

-

-

-

-

-

-

=

-

=

-

-

-

-

-

-

n

i

s

D

s

D

s

D

s

a

m

n

k

l

m

l

i

m

l

m

n

k

m

n

k

l

k

l

n

l

i

n

l

k

n

l

i

n

l

k

ik


(3.60)


[image: image1412.wmf]å

å

å

-

-

-

=

+

-

-

-

-

-

-

=

-

=

-

-

-

-

-

-

-

D

-

+

+

-

D

+

D

-

=

)

2

(

0

1

)

(

)

2

(

1

0

1

0

2

)

3

(

1

1

)

2

(

,

),

(

)

0

,

0

(

)

1

(

...

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

(

m

n

k

l

m

nl

m

l

m

n

k

m

n

k

l

k

l

n

nl

n

l

k

n

nl

n

l

k

k

n

s

D

s

D

s

D

s

a


а функции
[image: image1413.wmf]1

,

1

),

(

),

(

,

-

=

n

i

s

D

s

D

p

nl

p

l

i

 находятся из формулы:


[image: image1414.wmf],

1

,

1

     

,

)

0

,

(

)

,

(

)

(

,

,

2

,

1

,

1

,

)

0

,

(

)

,

(

)

(

0

1

0

1

0

0

1

0

,

1

0

,

å

ò

å

å

ò

å

=

-

+

=

=

-

+

=

-

+

=

=

+

=

-

=

=

l

q

pj

nq

q

l

j

m

j

p

nl

l

q

pj

q

i

q

l

j

m

j

p

l

i

n

m

p

dx

x

W

x

s

H

s

D

n

m

p

n

i

dx

x

W

x

s

H

s

D





(3.61)

в которой  
[image: image1415.wmf]m

n

l

m

j

x

s

H

l

j

-

-

=

+

=

2

,

0

,

1

,

0

),

,

(

 определены формулой (3.57).

Так как функции 
[image: image1416.wmf]2

,

1

),

0

,

(

,

-

=

n

i

x

W

kj

l

i

 по лемме 3.2 обладают свойством (3.30), то из (3.61) следует справедливость тождества (3.30) и для функции 
[image: image1417.wmf]n

i

s

D

k

l

i

,

1

),

(

,

=

, т.е.:


[image: image1418.wmf]î

í

ì

=

¹

-

º

-

.

          

          

          

,

0

,

          

),

(

)

1

(

)

(

,

i

k

i

k

s

D

s

D

i

kl

k

i

k

l

i



(3.62)

Из (3.45) видно, что функции 
[image: image1419.wmf]n

i

t

Q

i

,

1

),

,

(

=

e

 выражаются через 
[image: image1420.wmf])

,

,

(

e

s

t

K

i

 и 
[image: image1421.wmf]ò

=

+

1

0

.

,

1

     

,

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

n

i

dp

p

a

p

s

R

s

a

i

i

e

e

e

 Так как асимптотическое поведение функции 
[image: image1422.wmf])

,

,

(

e

s

t

K

i

 и 
[image: image1423.wmf]ò

+

1

0

 

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

dp

p

a

p

s

R

s

a

i

i

e

e

e

для значений 
[image: image1424.wmf]1

,

1

-

=

n

i

 отличается от поведения этих функций при 
[image: image1425.wmf]n

i

=

, то построение функции 
[image: image1426.wmf])

,

(

e

t

Q

i

 проводим отдельно для значений 
[image: image1427.wmf]1

,

1

-

=

n

i

 и 
[image: image1428.wmf]n

i

=

.

Сначала находим асимптотическое представление функции 
[image: image1429.wmf]1

,

1

),

,

(

-

=

n

i

t

Q

i

e

. При этом, как и выше, находим приближение порядка 
[image: image1430.wmf]m

n

-

-

1

. Продифференцируем (3.45) и подставим туда представления (3.32), (3.59). Тогда имеем:

[image: image1431.wmf]=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

=

+

+

+

=

å

å

å

ò

ò

-

-

=

-

-

-

-

=

-

-

-

-

=

ds

O

s

a

O

s

t

K

t

K

ds

dp

p

a

p

s

R

s

a

s

t

K

t

K

t

Q

m

n

k

m

n

ik

k

m

n

k

m

n

j

k

n

k

m

n

k

j

ik

k

i

t

i

j

n

j

i

j

i

2

0

1

2

0

1

)

(

,

2

0

)

(

1

0

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

)

0

,

(

]

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

)[

,

,

(

1

)

,

0

,

(

)

,

(

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e



[image: image1432.wmf],

1

,

0

),

(

)

(

)

,

(

)

0

,

(

1

2

0

0

0

)

(

,

)

(

-

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

-

-

-

-

=

=

-

å

ò

å

m

j

O

ds

s

a

s

t

K

t

K

m

n

m

n

k

t

k

l

il

j

l

k

n

j

ik

k

e

e

  (3.63)

а для значения 
[image: image1433.wmf]m

j

=

, имеем:


[image: image1434.wmf]ò

ò

=

+

+

+

=

1

0

0

)

(

)

(

)

(

]

)

,

0

,

(

)

,

,

(

)

,

0

,

(

)[

,

,

(

1

)

,

0

,

(

)

,

(

ds

dp

p

a

p

s

R

s

a

s

t

K

t

K

t

Q

i

t

i

m

n

m

i

m

i

e

e

e

e

e

e

e

    (3.64)

[image: image1435.wmf]).

(

)

(

1

exp

)

(

)

,

(

~

)

(

)

,

(

)

0

,

(

1

0

0

)

(

0

,

2

2

0

0

0

)

(

,

)

(

m

n

t

t

s

i

m

n

m

n

m

n

k

t

k

l

il

m

l

k

n

m

ik

k

O

ds

dx

x

s

a

s

t

K

ds

s

a

s

t

K

t

K

-

-

-

-

-

-

=

=

-

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

ò

ò

å

ò

å

e

m

e

e

e
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Меняя в (3.65) порядок суммирования в подынтегральных суммах и вводя обозначение:
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Рассмотрим интеграл 
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(3.70)

К (3.70) применяем интегрирование по частям. Покажем это на примере первого интеграла:
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Применяем к (3.700) еще раз интегрирование по частям. И т.д., получаем:
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Продолжая эту процедуру интегрирования по частям к остальным интегралам (3.70), в итоге для интеграла (3.69) получаем представление:
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(3.71)
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Подставляя (3.71) в (3.68) и учитывая (3.34), (3.35), (3.60) и (3.66), получаем окончательно для 
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(3.72)
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где введены следующие обозначения:
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Можно убедиться, что формула (3.72) будет справедливой и при 
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Подставляя  (3.35), (3.41) в (3.76) и преобразуя так же, как и при получении (3.67), получаем для функций 
[image: image1506.wmf]1

,

0

,

  

)

,

(

)

(

-

=

m

j

t

Q

j

n

e

 следующее асимптотическое при 
[image: image1507.wmf]0

®

e

 представление:

[image: image1508.wmf]+

+

D

-

ê

ê

ë

é

-

D

-

=

å

å

å

-

=

-

-

-

-

-

-

=

=

-

-

-

+

...

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

,

(

1

0

,

3

,

)

3

(

1

2

0

0

,

2

,

)

2

(

1

)

(

k

l

j

n

l

n

n

l

k

m

n

k

k

l

j

n

l

n

n

l

k

k

j

n

t

T

t

T

t

Q

e

e


(3.77)


[image: image1509.wmf],

1

,

0

,

   

)

(

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

1

(

)

(

1

)

(

0

1

)

2

(

0

,

)

(

)

2

(

2

-

=

+

D

-

-

ú

ú

û

ù

D

-

+

-

+

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

å

m

j

O

t

H

t

T

m

n

j

m

m

m

n

m

n

k

l

mj

l

n

m

l

m

n

k

m

n

e

e




где


[image: image1510.wmf],

)

0

,

(

)

(

)

(

)

,

(

)

(

0

0

1

1

)

(

1

)

(

1

ò

+

-

+

=

t

m

j

n

j

m

ds

s

H

s

W

s

A

s

t

W

t

H



[image: image1511.wmf]1

,

0

-

=

n

j

,
(3.78)


[image: image1512.wmf].

2

,

,

)

(

)

,

(

)

0

,

(

)

(

0

0

1

)

(

,

,

1

,

ò

å

=

+

-

+

-

=

+

=

t

l

q

p

nq

j

q

l

n

j

p

nl

pj

l

n

n

m

p

ds

s

D

s

t

K

t

W

t

T


Аналогично, из (3.75) при 
[image: image1513.wmf]m

j

=

 и с учетом (3.33), (3.45), (3.29), (3.59) для функций 
[image: image1514.wmf])

,

(

)

(

e

t

Q

m

n

 получаем асимптотическое при 
[image: image1515.wmf]0

®

e

 представление:


[image: image1516.wmf]+

ú

ú

û

ù

D

-

+

+

´

ê

ê

ë

é

´

D

-

D

-

=

å

å

å

å

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

=

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

=

+

)

2

(

0

,

)

(

)

2

(

2

,

3

,

0

1

0

)

3

(

1

,

2

,

)

2

(

2

0

1

)

(

)

(

)

0

,

0

(

)

1

(

...

)

(

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

,

(

m

n

k

l

mm

l

n

m

l

m

n

k

m

n

m

n

l

n

k

l

k

l

n

l

k

m

n

l

n

n

l

k

m

n

k

k

m

n

t

T

t

T

t

T

t

Q

e

e



[image: image1517.wmf]+

ú

ú

û

ù

D

-

+

+

å

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

)

2

(

0

,

)

(

)

2

(

2

)

(

)

0

,

0

(

)

1

(

...

m

n

k

l

mm

l

n

m

l

m

n

k

m

n

t

T

  

(3.79)


[image: image1518.wmf]),

(

)

(

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

(

1

)

(

0

1

)

(

1

)

(

0

1

0

m

n

m

m

m

m

n

dx

x

m

m

n

O

t

H

e

t

t

-

+

-

-

-

-

+

D

-

ò

D

+

e

e

e

m

e


где  
[image: image1519.wmf])

(

 

,

  

2

,

,

  

)

(

)

(

1

,

t

H

n

m

p

t

T

m

m

pm

l

n

+

-

=

 выражаются формулой (3.78).

В случае  
[image: image1520.wmf]2

,

1

-

+

=

n

m

j

  из (3.75) с учетом (3.33), (3.59) получаем:

[image: image1521.wmf]+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

D

-

´

´

+

=

å

ò

å

å

-

-

=

+

-

-

+

-

-

=

+

-

-

=

+

ds

s

H

s

a

s

t

K

t

K

t

Q

m

n

k

m

m

m

n

k

n

k

t

m

n

k

j

k

n

k

m

n

k

j

k

n

k

j

n

2

0

)

(

0

0

1

1

,

1

0

2

0

)

(

,

1

2

0

)

(

,

1

)

(

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

(

)

,

(

1

)

0

,

(

)

,

(

e

e

e

e

e

e



[image: image1522.wmf]´

å

-

×

å

´

´

+

å

×

+

-

-

-

-

=

-

=

-

-

+

-

=

-

-

+

ò

ò

ò

m

n

m

n

k

k

n

k

j

k

n

m

j

k

j

n

k

t

dx

x

j

k

n

m

j

k

j

n

k

dx

x

ds

s

a

s

t

K

e

t

K

e

t

s

t

2

2

0

,

)

(

,

0

1

0

)

(

1

)

(

,

0

1

)

(

1

)

(

)

,

(

~

)

0

,

(

~

0

e

e

e

e

m

e

m

e



[image: image1523.wmf])

(

)

,

(

~

)

0

,

0

(

)

0

,

(

0

0

)

(

,

1

)

(

0

0

1

)

(

1

m

n

t

m

j

k

j

k

n

j

n

k

m

m

dx

x

O

ds

s

t

K

s

H

e

t

s

-

-

=

-

-

+

+

+

å

D

´

ò

ò

e

e

m

e

.

Здесь предпоследний и последний интегралы при 
[image: image1524.wmf]m

j

k

-

=

 являются величинами порядка 
[image: image1525.wmf])

(

m

n

O

-

e

. Поэтому функция 
[image: image1526.wmf])

,

(

)

(

e

t

Q

j

n

 при 
[image: image1527.wmf]2

,

1

-

+

=

n

m

j

 имеет асимптотическое представление: 

[image: image1528.wmf]ê

ë

é

-

+

=

å

ò

å

å

-

-

=

+

-

-

=

+

-

-

=

+

m

n

k

k

n

k

t

m

n

k

j

k

n

k

m

n

k

j

k

n

k

j

n

s

a

s

t

K

t

K

t

Q

2

0

,

1

0

2

0

)

(

,

1

2

0

)

(

,

1

)

(

)

(

)

,

(

1

)

0

,

(

)

,

(

e

e

e

e

e



[image: image1529.wmf]]

+

å

ò

+

D

-

-

=

-

-

+

+

-

-

)

0

,

(

~

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

(

,

0

1

)

(

1

)

(

0

0

1

1

0

t

K

e

ds

s

H

j

k

n

m

j

k

j

n

k

dx

x

m

m

m

n

t

e

e

m

e



[image: image1530.wmf]ò

-

-

-

=

+

-

=

-

-

+

+

å

×

å

ò

+

t

m

n

m

n

k

k

n

k

j

k

n

m

j

k

j

n

k

dx

x

O

ds

s

a

s

t

K

e

t

s

0

2

0

,

)

(

,

)

1

(

0

1

)

(

1

)

(

)

(

)

,

(

~

e

e

e

m

e

.
Отсюда,  учитывая (3.35), (3.60) и интегрируя последний интеграл по частям, так же, как и интеграла (3.69), для функций 
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Во всем остальном проводятся те же преобразования, что и в случае 
[image: image1554.wmf]2

,

0

-

=

n

j

.

Тогда для функций 
[image: image1555.wmf])

,

(

)

1

(

e

t

Q

n

n

-

 из (3.75)  с учетом (3.32), (3.59), (3.35) и (3.83), получим асимптотическое при 
[image: image1556.wmf]0

®

e

 представление:


[image: image1557.wmf]+

ú

û

ù

-

D

-

+

+

+

-

D

-

-

ê

ë

é

-

D

-

=

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

=

+

-

å

å

å

å

))

(

)

(

(

)

0

,

0

(

)

1

(

...

))

(

)

(

)(

0

,

0

(

))

(

)

(

)(

0

,

0

(

)

,

(

1

,

,

1

,

,

)

2

(

0

)

(

)

2

(

2

1

0

1

,

3

,

1

,

3

,

)

3

(

1

1

,

2

,

0

1

,

2

,

)

2

(

2

0

1

)

1

(

t

S

t

T

t

S

t

T

t

S

t

T

t

Q

n

m

l

n

n

m

l

n

m

n

k

l

m

l

m

n

k

m

n

k

l

n

n

l

n

n

n

l

n

n

l

k

n

n

l

n

k

l

n

n

l

n

n

l

k

m

n

k

k

n

n

e

e



[image: image1558.wmf][

]

+

+

D

-

D

ò

+

-

+

-

+

-

-

-

)

(

~

)

(

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

1

(

1

)

1

(

1

)

(

0

1

)

1

(

0

)

(

1

0

t

H

t

H

t

e

n

m

n

m

m

m

n

n

dx

x

t

e

m

e



[image: image1559.wmf]+

D

-

ê

ë

é

D

ò

+

-

-

=

-

-

+

=

-

-

+

-

-

=

+

å

å

å

)

0

,

(

)

0

,

0

(

)

0

,

(

)

0

(

1

,

2

,

0

)

2

(

1

0

)

1

(

1

3

0

1

)

(

1

0

t

S

t

W

e

n

n

l

n

k

l

n

l

k

k

l

n

l

k

nl

m

n

k

k

dx

x

t

e

m

e



[image: image1560.wmf]      

,

 

)

(

)

0

,

(

)

0

,

0

(

)

1

(

..

)

0

,

(

)

0

,

0

(

0

)

(

1

1

)

3

(

0

1

,

1

,

)

1

(

)

3

(

2

1

0

1

,

3

,

)

3

(

1

ò

-

-

-

-

-

-

=

-

+

+

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

+

+

+

ú

ú

û

ù

D

-

+

+

+

D

+

å

å

t

dx

x

m

n

m

n

m

n

k

l

n

m

l

n

m

l

m

n

k

m

n

k

l

n

n

l

n

n

l

k

e

O

t

S

t

S

m

e

e

e



(3.85)

где 
[image: image1561.wmf]2

,

),

(

),

,

(

),

(

)

1

(

1

1

,

,

1

,

,

-

=

-

+

-

-

n

m

p

t

H

s

t

S

t

T

n

m

n

p

l

n

n

p

l

n

 выражаются формулами (3.78), (3.81), в которых достаточно положить 
[image: image1562.wmf]1

-

=

n

j

, функция 
[image: image1563.wmf])

(

~

)

1

(

1

t

H

n

m

-

+

 имеет вид (3.84).

Тем самым, для функции 
[image: image1564.wmf]1

,

0

  

),

,

(

)

(

-

=

n

j

t

Q

j

n

e

 справедливы асимптотические представления (3.77), (3.79), (3.80), (3.85). Следует заметить, что функции 
[image: image1565.wmf]),

(

)

(

1

t

H

j

m

+

 
[image: image1566.wmf]),

(

~

)

1

(

1

t

H

n

m

-

+



 EMBED Equation.3  [image: image1567.wmf]  

1

,

0

  

-

=

n

j

зависят от
[image: image1568.wmf])

0

,

(

1

t

H

m

+

 и в силу условия I не обращаются в нуль.

Для функции 
[image: image1569.wmf])

,

(

),

(

s

t

S

t

T

pj

il

pj

il

 из формул (3.66), (3.78), (3.73), (3.81) с учетом тождеств (3.30), (3.62) следует справедливость аналогичного тождества:


[image: image1570.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

º

-

-

 

,

    

          

          

,

0

    

,

  

),

(

)

1

(

)

(

1

i

p

i

p

t

T

t

T

ij

pl

p

i

pj

il


(3.86)


[image: image1571.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

¹

-

=

-

-

i

p

i

p

s

t

S

s

t

S

ij

pl

p

i

pj

il

        

          

          

,

0

,

  

),

,

(

)

1

(

)

,

(

1



Лемма 3.5  Пусть выполнены условия I-IV. Тогда граничные функции 
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Доказательство леммы 3.5 проводится так же, как леммы 2.5.


Теперь рассмотрим определитель (3.88). Вместо элементов этого определителя подставим  их асимптотические  представления (3.67), (3.72),  (3.74), (3.77), (3.79), (3.80), (3.85) и с учетом тождества (3.86) применяем к (3.88) следующее элементарное преобразование:
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т.е. 1) к элементам последнего столбца определителя (3.88) прибавим соответствующие элементы 
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Тогда, после этих преобразований, воспользовавшись тождеством (3.86), можно убедиться, что последний столбец (3.88) примет вид:
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Тогда с учетом (3.87), (3.72), (3.74), (3.90),  вынося за знак определителя 
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и  введены  обозначения:
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В силу условия IV определитель (3.92) отличен от нуля. Тогда справедлива следующая
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С учетом представлений (3.67), (3.72), (3.74), (3.77), (3.79), (3.80), (3.85) для 
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Теперь из формулы (3.87) с учетом (3.96), (3.97) и (3.91) получаем представления (3.94). Лемма 3.6 доказана.
Теорема 3.1  Пусть выполнены условия I-IV. Тогда решение задачи (3.1), (3.2) на отрезке 
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Доказательство теоремы 3.1 так же, как теорема 2.1 раздела 2. Для функций 
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Доказательство. Подставляя в (3.98) представления (3.94) и учитывая (3.100), (3.102), (3.104), имеем:
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Рассмотрим вырожденное уравнение (3.5) с начальными условиями (3.6),  где 
[image: image1704.wmf]-

D

)

(

t

пока неизвестный начальный скачок интегрального члена. Построим  решение вырожденной задачи (3.5), (3.6). Для этого образуем функции 
[image: image1705.wmf]1

,

1

),

,

(

-

=

n

i

s

t

K

i

, определяемые формулой:


[image: image1706.wmf],

2

,

0

,

1

,

1

     

,

)

(

)

,

(

)

,

(

)

(

)

(

-

=

-

=

=

n

j

n

i

s

W

s

t

W

s

t

K

j

i

j

i


(3.108)
где 
[image: image1707.wmf]-

)

,

(

)

(

s

t

W

j

i

определитель, получаемый из вронскиана 
[image: image1708.wmf])

(

s

W

 заменой 
[image: image1709.wmf]-

i

ой строки фундаментальной системой решений 
[image: image1710.wmf])

(

),...,

(

)

(

1

)

(

1

t

y

t

y

j

n

j

-

 однородного вырожденного уравнения (3.14).

Заметим, что функции 
[image: image1711.wmf]1

,

1

),

,

(

-

=

n

i

s

t

K

i

, определяемые формулой (3.108), удовлетворяют уравнению 
[image: image1712.wmf]0

)

,

(

0

=

s

t

K

L

i

 и начальным условиям 
[image: image1713.wmf]2

,

0

,

)

,

(

,

1

)

(

-

=

=

-

n

j

s

s

K

j

i

j

i

d

, т.е. являются начальными функциями.
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С помощью начальных функций решение задачи (3.109) ищем в виде:
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где 
[image: image1717.wmf])

(

t

i

s

- неизвестные функции, определяемые из интегрального уравнения:
 
[image: image1718.wmf],

1

,

1

,

)

(

)

,

(

)

0

,

(

)

(

1

0

-

=

+

=

ò

n

i

ds

s

s

t

H

t

a

t

i

i

i

s

s
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где 
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Подставляя (3.112) в (3.110), получаем решение задачи (3.109):
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Подставив (3.108)  в (3.114) с учетом (3.113) и обозначения (3.29), (3.61), (3.66) при 
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Пусть функции 
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(3.116)

Можно убедиться, что решение задачи (3.116) выражается формулой:
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Теперь, так же, как в разделе 2, можно показать, что решение измененной вырожденной задачи (3.5), (3.6) выражается формулой:
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где функции 
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Теорема 3.3   Пусть выполнены условия I-IV. Тогда при достаточно малых 
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Задача (3.123) имеет такой же вид, что и (3.1), (3.2). Поэтому из (3.107) с учетом (3.100), (3.102), (3.104), (3.124), (3.121) для решения задачи (3.122), так же, как в разделе 2, получаем  следующие асимптотические при 
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Оценивая асимптотические представления (3.125) и учитывая 
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 и условие II, получаем оценки (3.122). Теорема 3.3 доказана.
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(3.126)

где 
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(3.127)
с начальными условиями:
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Покажем, что для решения задачи (3.127), (3.128) имеет место явление начального скачка нулевого порядка.

Построим граничные функции 
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 Из (3.46) и (3.47) определим функции 
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(3.130)

т.е. для ядра 
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(3.131)

Теперь, подставив (3.129), (3.130), (3.131)  в (3.45) находим левые граничные функции 
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Теперь обратимся к формуле (3.87), откуда будут определены правые граничные функции 
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 Теперь, заменяя 
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Теперь, подставляя (3.134) в (3.98), получаем точное решение задачи (3.127), (3.128):
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где  
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 Из (3.135) следует, что
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т.е. для решения задачи (3.127), (3.128) в левой точке 
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 действительно наблюдается явление начального скачка нулевого порядка. 
Переходя в (3.135), (3.136) к пределу при 
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Отметим, что 
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где 
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Вычислим 
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(3.140)

где элементы определителя (3.140) определяются из формул (3.66), (3.78):
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С учетом 
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 (см. (3.41)) формула (3.141) примет вид:
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где функция 
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(3.144)

Из (3.142) с учетом (3.143), (3.144), имеем:
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Из (3.73) и (3.84) с учетом (3.42), (3.144), (3.143), получим:
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Тогда из (3.93) с учетом (3.145), (3.146), находим:
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Теперь, из (3.140) с учетом (3.145), (3.147), имеем:
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Заменой элементов третьего столбца определителя (3.148) на столбец с элементами 
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Тогда, из (3.139) с учетом (3.148), (3.149), определим начальный скачок интегрального члена:
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Непосредственной подстановкой можно убедиться, что решение 
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 имеет вид (3.150), действительно выражается формулой (3.137). 

3.7 Алгоритм построения асимптотического разложения решений 
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Условия II-IV оставляем без изменений. Обозначим их снова II-IV.  

Так как решение интегро-дифференциальной задачи (3.1), (3.2) обладает явлением начального скачка 
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где 
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Ниже будет показано, что функции 
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Представим  
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Подставляя (3.152), (3.156) в (3.154), (3.155) и сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, получим последовательность уравнений для определения 
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Для определения 
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Из (3.1590) имеем 
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получаем
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В противном случае 
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Обратимся к уравнению (3.159k), где 
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Определим теперь начальные условия для коэффициентов 
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Так как функции 
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Итак, коэффициенты 
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где значение 
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где 
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где 
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некоторые постоянные, не зависящие от  
[image: image1986.wmf]e
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Доказательство. Рассмотрим задачу (3.163k), (3.167k), 
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[image: image1989.wmf])

(

t

y

k

 задачи (3.163k), (3.167k), 
[image: image1990.wmf]0

³

k

 при 
[image: image1991.wmf]1

0

£

£

t

 существует, единственно и, тем самым, справедливы оценки (3.169k).
Докажем теперь оценки (3.170k) методом математической индукции. Пусть 
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Предположим, что оценки (3.170k) справедливы до номера 
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Из (3.159k) следует, что 
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Оценивая (3.172) с учетом II и оценки (3.171), имеем оценку (3.170k) для 
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3. 9 
Оценка остаточного члена асимптотического

разложения

Образуем 
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где 
[image: image2029.wmf])

,

(

e

t

y

N

 выражается формулой (3.173), а для остаточного члена 
[image: image2030.wmf])

,

(

e

t

R

N

 справедливы оценки:

[image: image2031.wmf],

1

0

     

,

1

,

0

    

,

)

,

(

1

)

(

£

£

-

=

£

+

t

n

i

K

t

R

N

i

N

e

e

   
(3.175)

где 
[image: image2032.wmf]-
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 некоторая постоянная, не зависящая от  
[image: image2033.wmf]e
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Доказательство. Существование и единственность решения задачи (3.1), (3.2) доказаны в теореме 3.1. Докажем оценки (3.175). Подставляя 
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где функция 
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Докажем, что при достаточно малых значениях 
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 имеет место оценка
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где 
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где 
[image: image2054.wmf]1
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, т.е. имеет место оценка (3.178).

Задача (3.176) имеет такой же вид, что и задача (3.1), (3.2). Отличие составляет только свободный член 
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где 
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Тогда из (3.183) с учетом (3.178), (3.184), имеем оценки
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Теперь, оценивая (3.182) с учетом (3.185) и оценок (3.94) для правых граничных функций  
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Совершенно аналогичным образом можно доказать, что на отрезке 
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Так как
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то отсюда с учетом оценок (3.187) получаем искомые оценки (3.175). Теорема 3.4 доказана. Таким образом, из теоремы 3.4 получаем, что ряд (3.151), (3.152) является асимптотическим рядом, а частичная сумма 
[image: image2080.wmf])

,

(

e

t

y

N

, выражаемая формулой (3.173), является асимптотическим решением по малому параметру исходной задачи (3.1), (3.2) с точностью порядка 
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В заключение, для иллюстрации полученных результатов подразделов 3.7-3.9, рассмотрим, в качестве примера, сингулярно возмущенное интегро-дифференциальное уравнение (3.127) с начальными условиями (3.128), т.е.:
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с начальными условиями:
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Данная задача рассмотрена в конце подраздела 3.6 и там было показано, что в левой точке данного отрезка решение этой задачи обладает явлением начального скачка нулевого порядка и получено точное решение, выражаемое формулой (3.135). Показана справедливость следующих предельных равенств: 
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с начальными условиями 
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где 
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Асимптотику решения задачи (3.127), (3.128) ищем в виде:
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Регулярный член нулевого приближения 
[image: image2095.wmf])

(

0

t

y
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где
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(3.193)

С учетом (3.193) погранслойный член нулевого приближения 
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 определяется как решение задачи (см. (3.1590), (3.1680)), т.е.:
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(3.194)

Решение задачи (3.194) имеет вид:
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Подставляя (3.192), (3.195) в (3.190), получаем асимптотическое решение задачи (3.127), (3.128) с точностью порядка 
[image: image2103.wmf])
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Асимптотическую формулу (3.196) можно получить также из вида точного решения (3.135). Тем самым, для задачи (3.127), (3.128) теорема 3.4 оказывается справедливой. 

Аналогично можно построить асимптотическое решение задачи (3.127), (3.128) с любой степенью точности по малому параметру.

4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ   ВО ВНУТРЕННЕЙ ТОЧКЕ
4.1  Постановка задачи


В разделе 1 рассматривались сингулярно возмущенные линейные интегро-дифференциальные уравнения с начальными условиями в левой, а в разделах 2, 3 – в правой точке данного отрезка. Настоящий раздел посвящен асимптотическому анализу сингулярно возмущенных линейных интегро-дифференциальных уравнений с начальными условиями во внутренней точке отрезка. 

Рассмотрим на отрезке [0,1] линейное дифференциальное уравнение:
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 с начальными условиями в точке 
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Пусть выполнены следующие условия:

I. Функции 
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В силу условия II решение задачи (4.1), (4.2) при 
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Добавим, теперь, в уравнение (4.1) интегральные члены 
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и  тем самым, вместо (4.1) получаем интегро-дифференциальное уравнение:
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В настоящем разделе исследуется асимптотическое поведение решения интегро-дифференциальной задачи (4.3), (4.2). Для этого предположим выполнение следующих условий:
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IV. Число 
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Здесь 
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4.2  Интегральное представление и оценка решений
Рассмотрим сингулярно возмущенное однородное интегро-дифференциальное уравнение:
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Решения уравнения (4.5) с начальными условиями:
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Доказательство леммы 4.1 аналогично доказательству леммы 2.1.
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Доказательство леммы следует из (4.8) и представления (4.9).
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 где функции 
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Теорема 2.2   Пусть выполнены условия I-V. Тогда на отрезке [0,1] для решения 
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Теорема доказывается аналогично доказательству теоремы 2.2 раздела 2, если воспользоваться формулой (4.11) и представлениями (4.10). 

Из теоремы 4.2 следует, что решение интегро-дифференциальной задачи (4.3), (4.2) в левой точке 
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